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كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گرافموضوع: با آشنايي

(ساد گراف چونG)هتعريف: مرتبي آن(V,E)زوج در كه استمجموعهVاست ناتهي و متناهي رئوساي آن اعضاي راGكه

مي مجموعهEودهدتشكيل مجموعزير از زياي مجموعهتمام عضويير دو يالVهاي آن اعضاي كه راGهاياست

مي دهند.تشكيل

ساده گراف :در

سا يال يك حداكثر متمايز رأس دو هر بين ميدالف) جهت) (بدون باشد.ه موجود تواند

ساده گراف ديگر عبارت به باشد مجاور خودش با كه ندارد وجود رأسي است.Gيب) طوقه فاقد



كت گسستهاب:عنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گرافموضوع: با آشنايي

كليهمجموعهSاگر شامل زيرمجموعهي دوعضويي آنVهاي مجموعهباشد عضوهاي تعداد با:Sيگاه است برابر

)p(رئوس 1تعداد
2 2
p p(p )  −

= 
 

آن كهاز اززيرمجموعهE(G)جايي اعضاي،استSاي تعداد باE(G)اگر داشت:qرا خواهيم همواره دهيم نشان
10

2
p(p )q −

≤ ≤

گويند. منفرد رأس را نيست متصل آن به يالي هيچ كه رأسي منفرد(ايزوله): رأس
مج رأس دو را هستند متصل هم به يال يك با كه رأسي دو مجاور: رأس گويند.دو اور



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

اوليهموضوع: تعارف

يال تعداد به هستند،هادرجه: متصل گراف رأس يك به كه باشد،درجهيي زوج تعداد اين اگر گويند. گراف رأس آن ،رارأسي
مي فرد رأس را، رأس باشد فرد اگر و زوج بزرگرأس باترناميم. را درجه كوچك∆ين باو را درجه ميδترين دهند.نشان

اندازه برابر دو رئوس، درجات مجموع ساده، گراف هر در يعني:قضيه: است گراف ي
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رئو درجات ميانگين براي ساده گراف هر در رابطهنكته: است:س برقرار زير ي

حدود يافتن براي هميشه رابطه اين از )qكرد)نمي استفاده توان
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كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گراف يك رئوس درجات دنباله موضوع:

. است نظر مورد نزولي چينش بيايد دنباله كلمه اگر
كات:ن

مرتب)1 همان دنباله عناصر است.هتعداد برابر)2گراف دنباله يك عناصر است.q2مجموع
است.3 زوج حتماً دنباله فرد عناصر تعداد مجموع4) از دنباله عناصر ...،p–1{ه) مي1،0، انتخاب شود.}
مرتب5 از گراف رأسدرجpه) ندارد.pه،
عنصر6 دو (0،1–pنميهم باشند.زمان داشته وجود دنباله در توانند
اگر7 (kعنصر از0تا كوچكتر بايد دنباله عناصر باشد، دنباله pدر k−) )P<k–1باشند.
اگر8 (kعنصر مساويP–1تا يا از بزرگتر بايد دنباله عناصر باشند، دنباله k)باشند.kدر P ) k≤ − δ ≥1

نمي9 همگي دنباله عناصر لان) بنابراصل و باشند متفاوت هم با مساويند.هتوانند عنصر دو لااقل كبوتر،
دنبال10 دنباله، يك كه آن براي الگـوريتمه) در كـه اسـت آن كـافي و لازم شـرط باشـد، سـاده گـراف يك رئوس درجات

كندهاول-حكيمي صدق



كتاب: گعنوان سستهرياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

هاولموضوع: حكيمي-الگوريتم

به را گراف رئوس درجات ابتدا الگوريتم اين ميدر مرتب نزولي بزرگصورت يعنيكنيم. درجه، از∆ترين و كرده حذف ∆را

مي كم واحد يك بعدي دنبالهكنيم.رأس دنبالهاگر حاصل، داريمي توجه است. قبول قابل باشد ساده گراف رئوس درجات ي

دنباله براي را روند همين ميكه نيز حاصل كرد.ي تكرار توان

:



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

يكريختموضوع: گرافهاي

ك گويند يكريخت صورتي در را گراف گرافدو يك واقع در ، گراف دو اين ، ديگر عبارت به باشند وضعيت يك بيانگر دو هر ه
شده رسم متفاوت ظاهري شكل دو به كه اند.هستند

: يكريختي براي لازم شروط نكته:
هم-1 بايد گراف دو همهر و باشند.مرتبه اندازه
هستند.-2 يكسان گراف دو هر رئوس درجات دنبال

نم :چند پركاربرد يكريخت گرافهاي از ونه
≡

≡≡

≡



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گرافموضوع: هاشمارش

برچسب گراف رئوس (ناماگر باشند شده باشندگذاري شده ميگذاري از) بهتوان براي تركيبي تعدادآناليز آوردن دست
بگراف گراف رئوس اگر و كرد استفاده شكلرچسبها منظور باشند نشده راهگذاري بهترين كه است گراف آن متفاوت هاي

مي ترسيم باشد.روش

: نكات

ساد)1 گرافهاي با:Pهتعداد است برابر متمايز و رئوسمشخص با 22رأسي

P 
 
 

ساد2 گرافهاي تعداد رئوسمشخصرأسيPه) اندازبا برابرهكه برابر:بqآنها 2اشد
P

q

 
 
 

 
 
 
 
 

است.



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

منتظمموضوع: كاملگراف گراف ،

رأسيهدرج:منتظم–rگراف باGگرافهر باشد.rبرابر
گراف در مرتب–rنكته: از لذاq2=pr:داريمPيهمنتظم نميهمزrوpو ومان باشند فرد 0توانند 1r p≤ ≤ −

كامل: گراف
: (تعريف مرتب–)P–1هرگراف از ميPيهمنتظم كامل گراف بارا را آن و دهيم.نمايشميKPناميم

كامل گراف در مرتبGتذكر: رأسيهدرجPيهاز Pهر رأس1− هردو ،يعني .دلخواهاست مجاورند
گراف در اندازهpKنكته: داريم:qيبا

1 12 1 2
22

r p pp(p )rp q p(p ) q q= −  −
= → − = ⇒ = = 

 



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

منتظمموضوع: كاملگراف گراف ،

گرافGگراف مكمل هرگاه:Gرا گويند
مجموعه1 باشد.) يكسان گراف دو اين رئوس ي
يال2 اجتماع از مجموعه) گراف دو اين يالهاي آيد.ي پديد كامل گراف هاي
مجموعه3 اشتراك يال) باشد.ي تهي گراف دو اين هاي

اندازه مجموع از اندازهنكته: با گراف هر اني مكملش، گراف ميدازهي حاصل كامل گراف يعني:ي شود

1
22p
pp(p )q(G) q(G) q(K )

 −
+ = = =  

 

گراف تهي: مرتبه-0گراف از مرتبهpيمنتظم از تهي گراف باpيرا و ميpKگفته دهند.نشان



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گرافموضوع: در مسير

ازدنباله متشكل )،m+1اي )m∈دوبدو� ازGمتمايزرأس بهuكه و ميvآغاز دنبالهختم اين متوالي رأس دو هر و شود

طولGدر به مسيري .mمجاورند است

نكات:

طول)1 به مسيرهاي متمايزmتعداد رأس دو كاملuوvبين گراف با:KPدر است )برابر )!
p

m
m
− 

− − 

2
1

1

متمايز2 رأس دو بين مسيرها تمام تعداد (vوuكامل گراف KP)Pدر ≥ با:3 است برابر ([ ]( )! /
1

1

2
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p
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−

=
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= − − 

∑

گراف)3 كليهpKدر طول، به مسيرهاي 0ي 1 2 1, , , ,p دارد.�− وجود

خو4 به رأس هر از دارد.) وجود صفر طول به مسيري رأس آن د



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گرافموضوع: در دور

ازدنباله متشكل mاي + كه1 بقيهرأس و يكسان دنباله انتهاي و ابتدا وعضو متمايز دو به دو رئوس، ايني متوالي رأس دو هر
طولد به دوري را مجاورند (ميmنباله )m≤3نامند.

: نكات
نمي1 ايجاد جديدي دور حركت شروع چرخشو جهت يال) مجموعه داراي دور دو (اگر بركند. دور دو آن باشند يكساني هاي

هستند) منطبق يكديگر
طول2 به دور يك داشتن براي (m،به متماmدقيقاً داريم.رأس نياز يز
گراف3 (pKطول به دور 3هاي، 4 5, , , ,p�.دارد را
طول4 به دوري اگر گراف يك در (mطول به مسيري حتماً باشد، داشته است.m-1وجود موجود نيز

طول5 به دورهاي تعداد (Kگراف pبرابر:Kpدر (m )!
N

m
  −

=  
 

1
2

باشد.مي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گراف ناهمموضوع: و بندهمبند

: همبند گراف
د هر بين كه همگرافي گراف را باشد داشته وجود مسيري آن رأس گو گوييم. گوييم.بند ناهمبند را نباشد همبند كه را رافي

گراف يك كه يالي مرتبههمحداقل از برابرميpيبند باشد داشته 1pتواند از− ناهمبند، گراف يك كه يالي حداكثر است.

باشدميpيمرتبه داشته 1تواند
2

p − 
 
 

است.

: داد نمايش زير نمودار با توان مي را گراف يك ناهمبندي يا همبندي وضعيت

باشد،Gاگرنكته: است.Gناهمبند همبند

اسـت همبند حتماً گراف

باشد ناهمبند يا همبند تواند مي گراف

. است ناهمبند حتماً گراف

0=q
1−= pq








 −
=

2
1p

q
2

1)p(pq −
=

باشد ناهمبند تواند مي گراف كه اي ناحيه

باشد همبند تواند مي گراف كه اي ناحيه



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گراف هابازهموضوع:

فاصله يك با متناظر آن رأس هر كه است گرافي كهتعريف: مجاورند وقتي گراف اين با متناظر رأس دو و بوده حقيقي باز ي

بازهاشترا باشد.ك ناتهي نظير به نظير هاي

يك گراف در بتوان اگر قطرnنكته: بدون n)3عضوي بازه≠( گراف گراف، آن نيست.يافت ها

يك اگر بازهnنكته: گراف بخواهد حداقلضلعي بايد باشد، 3nها باشد.− داشته تعريف شرايط با قطر



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

گراف خاصموضوع: هاي

گراف هميلتني: مرتبهGگراف p3(pياز طول≤( به دوري هرگاه گوييم هميلتني باشد.pرا داشته

يال1 تمام از نيست لازم گراف يك بودن تشخيصهميلتني براي بگذريم.) ها

نيست.2 هميلتني ناهمبند، گراف هر (

درجه3 رأس گرافي، اگر درجه) يا و صفر نيست.ي هميلتني باشد، يكداشته ي

كامل4 گراف (3 p(p ) K≥.است هميلتني

همبند گراف اويلري: يالGگراف تمام از و كرده شروع رأس يك از بتوان هرگاه گوييم، اويلري دقرا وها بگذريم بار يك يقاً

بازگرديم. اوليه رأس همان به دوباره

درجهGگرافنكته: و همبند گراف اگر فقط و اگر است باشد.اويلري زوج رئوسش تمام ي

كامل گراف 3نكته: p(p ) K≥كه صورتي است.pدر اويلري باشد فرد

مي پترسن گراف را مقابل گراف پترسن: اميم.نگراف

طول به دور و نيست هميلتني گراف اين ندارد.10و7،4،3هاينكته:



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

درختموضوع:

مي درخت را ندارد دوري هيچ كه همبندي گراف ناميم.درخت:

: نكات

درخت)1 باشد.هر داشته رأس يك از بيش رأسحداقلكه درجدو دارد.1يهاز

مرتبه2 از درخت هر از اندازهpي) 1qداريم:qو p= −

مرتب)3 از همبند گراف شود)pيهيك مي ناهمبند يال يك حذف با (يعني باشد. درخت يك كه دارد را اندازه حداقل وقتي

درختي)4 در ∆kاگر حداقلآنباشد،= درخت آن درجهkگاه از دارد.1يرأس

درختي5 اگر (1kدرجه از درجه1n،2kيرأس از آن2nيرأس باشد، داشته ... درجهو رئوس تعداد رابطه1يگاه ياز

به ميزير آيد:دست

1 1 2 22 2 2k (n ) k (n )+ − + − +�

گراف6 بين در تنها) كامل، مي2kو1kهاي باشند.درخت



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

درختموضوع:

د هر متمايز رأس دو هر بين دارد.قضيه: وجود يكمسير دقيقاً رخت،

حداقل طول به مسيرها تعداد مرتبه1نكته: از درخت در برابرpي، ،
2
p 

 
 

باشد.مي

طول به مسيرها تعداد مرتبه1نكته: از درخت در برابرpي، ،1p باشد.مي−

ا درخت در مسيرها كل تعداد مرتبهنكته: برابرpيز ،
2
p

p
 

+ 
 

باشد.مي

گرفت:مي نظر در زير شكل به را فرمول اين توان

1
2 2 1 2
p p p p

p
+       

+ = + =       
       



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

ماتريسموضوع: و گراف

گراف مرتبGبه مربعpهاز ppماتريس ijAچون× a =  : دهيم مي نسبت صورت اين به را

هرگاه1 باشند.است، مجاور رأس دو آن
هرگاه0 نباشند.است مجاور رأس دو آن

گراف ماتريسمجاورت را ماتريس باميGاين را آن و دهيم.نمايشميAناميم
يكگرا ماتريسمجاورت :ويژگيهاي ساده ف

صفرند.درايه)1 اصلي قطر روي ندارد.هاي طوقه ساده گراف زيرا
ماتريس2 (A.است درايهمتقارن سطريعني در رفته كار به ستونiهاي ندارند.iو هم با فرقي
3( ستون هر يا ) سطر هر يكهاي تعداد درجه) برابر مجاورت، ستونماتريس يا سطر آن با متناظر رأس است.ي

يك4 كل تعداد با) است برابر ماتريس در رفته كار به برابرq2هاي رفته كار به صفرهاي تعداد 2و 2p q−.است
عناصرسطر5 تمام اگر (iستون و رأسiام باشد، صفر ماتريسمجاورت نيست.iام همبند گراف و است (منفرد) ايزوله ام

:ijaيهدراي ماتريس اين در



كتاب: گسستهريعنوان اضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

ماتريسموضوع: و گراف

را اصلي قطر بر وافع غير صفرهاي تمام و صفر به را يكها تمام است كافي گراف يك مكمل ماتريس آوردن بدست براي : نكته

اگر واقع .در كنيم تبديل يك گرافAوAبه مجاورت Aباشند،GوGرأسيpهايماتريسهاي A+مـاتريسمجـاورت
وpKگراف ]است ] pp IAA −=+ 1

گراف اگر : آنqرأسيpنتيجه مكمل گراف ماتريسمجاورت باشد، داشته pqيال دارد.2+ صفر



ك گسستهتاب:عنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

ويژگي يـكموضوع: مجـاورت ماتريس مربع هاي
ساده گراف

ماتريس1 (2A.است متقارن و مربعي

دراي2 سطريه) در ستونiواقع و اصلي)امiام درجA2ماتريس(قطر با است قطـرivاسريهبرابر هاي درايه مجموع لذا . گراف در

باA2اصلي است q2برابر
اگر : باشد،Aنتيجه كامل گراف مجاورت است:ماتريس زير شرايط داراي

درايه1 همگي) اصلي قطر روي 1pهاي باشند.مي−
درايه2 همگي) اصلي قطر خارج 2pهاي باشند.مي−
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سطر3 بر واقع هاي درايه (iستون و رأس2Aامjام به هم كه رئوسي تعداد با است رأسiبرابر به هم همـانjو واقع در كه متصلند
مسي طولتعداد به .2رها است رأس دو اين بين

درايه4 مجموع (). است گراف رئوس درجات مربعات مجموع با برابر يكگراف مجاورت ماتريس مربع 2ABهاي =(



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

آن كاربردهاي و گراف اول: قسمت

رأس دو بين فاصله موضوع:

همبند گراف فاصلهGدر رأسي، دو كوتاهvوuبين طول بين، كه است مسيري فاصلهvوuترين دارد. رأسوجود دو بين باvوuي را
d(u , v)مي دهند.نشان

گ دو ويژگيراففاصله است:داراي زير هاي
1
2 0
3

)d(u , v) d(v ,u)
)d(u , v) u v
)d(u , v) d(u ,w) d(u ,w)

=
= ⇔ =
+ ≥

كامل گراف در p(Kنكته: برابرفاصله( دلخواه رأس دو هر است.1ي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقسيم:4فصل و پذيريكليات

مقدماتموضوع:

انتها: و ابتدا عضو

عددزيرمجموعهAاگر باشد، حقيقي اعداد از ناتهي مجموعهxاي ابتداي عضو هرAيرا ازاي به هرگاه yگوييم A∈باشيم xداشته y≤،

انتهايzهمچنين عضو هرگوييمAرا ازاي به گاه tهر A∈باشيم zداشته t≥

ترتيبي: خوش اصل

مجموعه زير دارايهر طبيعي اعداد از ناتهي ابتداي است.عضو

خوشمجموعه ترتيبي
مانندمجموعه حقيقي اعداد از ناتهي خAي زيرمجموعهوشرا تمام هرگاه گوييم مجموعهترتيب ناتهي باشد.Aيهاي ابتدا عضو داراي

مجموعهنكته دهيم نشان اينكه براي خوش: زيرمجموعهاي يك تنها است كافي نيست عضوترتيب فاقد كه مشخصكنيم را آن از ناتهي باشد.ابتداي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقس:4فصل و پذيرييمكليات

پذيريتقسيمموضوع:

صحيحتعريف: صحيحaعدد عدد بر 0bرا بخشتقسيم≠ يا مانندپذير صحيحي عدد هرگاه گوييم، گونهqپذير به شود كهيافت aاي bq=ايـن در

مي bنويسيمصورت | a)bعددaميميرا عاد يا كند)شمارد

تقسيمويژگي پذيري:هاي
بخش- صحيح عدد هر بر است.صفر 0aپذير a |∀ ∈ ⇒�
مي-1و1عدد- را صحيح عدد 1شمارند.هر | a , a± ∈�
رويرابطه- پذيري تقسيم زيرا�ي است، aبازتابي ;a | a∀ ∈�

تقسيمرابطه- رويي مثال�پذيري براي زيرا نيست، 2تقارني 4 4| |⇒ 2

تقسيمرابطه- رويي زيرا:�پذيري است، aترايايي ,b ,c , a | b , b | c a | c∈ ⇒�

تقسيمرابطه- رويپي مثال:�ذيري براي زيرا نيست، 6پادتقارني 6 6 6| , |− − ⇒ 6 6− =

تقسيمرابطه- رويي است:�پذيري aپادتقارني ,b :a | b , b | a a b∀ ∈ ⇒ =�
صحيح- عدد دو aاگرbوaبراي | bاهگآنa b± برعكس± و
وcوa،bاگر- باشند صحيح aاعداد | bگاهآنa | bc
وbوaگرا- بوده صحيح آنcاعداد باشد، صفر مخالف صحيح aگاهغير | b ac | bc⇔



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقسيم:4فصل و پذيريكليات

پذيريتقسيمموضوع:

وcوbوaاگر- باشند صحيح abاعداد | cهمآن aگاه | cهم bو | c
1aاگر- 1aگاهآن| = ±
aاگر- | bوa | cگاهآنaاز صحيح ضرايب با خطي تركيب ميcوbهر عاد نيز كندرا

m ,na | b , a | c a | mb nc∀ ∈→ +�

صحيح- اعداد aداريم:bوaبراي | b a | a b⇔ ±

وbوaاگر- باشند صحيح عدد داريم:عnدو باشد، طبيعي nدد na | b a | b⇔

آن- براي كافي و لازم هموارهشراط mكه na b−برp qa b−كه:بخش است آن باشد، طبيعيپذير mعدد n
p q
= =

آن- براي كافي و لازم هموارهشراط mكه na b+برp qa b+كه:بخش است آن باشد، 2پذير 1m n k
p q
= = −

آن- براي كافي و لازم هموارهشراط mكه na b−برp qa b+كه:بخش است آن باشد، 2mپذير n k
p q
= =



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقسيم:4فصل و پذيريكليات

تقسيمموضوع: الگوريتم

وaاگر صحيح عدد يكتايbيك اعداد آنگاه باشد، طبيعي عدد ,qيك r Z∈:كه دارند وجود

o r b≤ aباقيمانده> bq r← = + مقسوم→

عليه مقسوم قسمت خارج

براي را بالا تعريف bكه Z∈صورت:مي اين در و داد تعميم rتوان | b |≤ <0

اگر كهbوaتذكر: طوري به باشند طبيعي عدد aدو < bباقيمانده صورت اين در تقسيم، است.aبرابرbبرaي

باقيمانده اگر : تقسيمنكته باقيماندهrابربرbبرaي تقسيمباشد، برابر−bبرaي است.rهم



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقسيم:4فصل و پذيريكليات

تقسيمموضوع: الگوريتم كاربردهاي

اگر1 (a Z∈وb IN∈تقسيم قسمت خارج ،aبرb:برابرa
b
 
  

باقيمانده تقسيم:و aaي b b
 −   

است.

ع2 طبيعي مضارب تعداد طبيعي) طبيعيbدد عدد مساوي يا از كوچكتر اعداد بين :aدر با است aبرابر
b
 
  

مجموعه3 ابتداي عضو }ي) }0a bq x− ≥ مانده�∋ باقي با است تقسيمبرابر .bبرaي

باقيمانده4 برحسب اعداد بندي دسته تقسيم الگوريتم قضيه كاربردهاي از يكي آن) تقسيم عي بر ثابتها و طبيعي اگرbدد يكbاست.
آن باشد، طبيعي ميعدد را صحيح عدد هر صورتگاه از يكي به bk,هايتوان , bk , bk⋅ ⋅⋅ + +2 bkو1 (b )+ kكه1− Z∈.داد نشان

نتايج:
هر از مضربnالف) يكي دقيقاً متوالي ضربnعدد حاصل لذا برnاست. متوالي است.بخ!nعدد پذير ش

صورت به فرد عدد هر مربع qب) +8 است.1
است. زوج حاصل برسد تواني هر به هم زوج عدد و است فرد عددي حاصل برسد، تواني هر به فرد عدد ج)

تقسيم در اگر b(aبرaد) ,b باقيqقسمتخارج�∋( آنrماندهو كهباشد، واحدهايي تعداد حداكثر مقسومميگاه به بـدونتوان افـزود عليـه

خارجآن و مقسوم با:كه است برابر كند تغيير rقسمت
q
 
 
 



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تقسيم:4فصل و پذيريكليات

صحيحموضوع: اعداد نمايش

طبيعيbاگر عدد هر باشد، يك از بزرگتر طبيعي عدد ميnيك برا صورت:توان به يكتا طريقي 0ه
1

1 a...baban k
k

k
k +++= −

−

آن در كه داد هرkنمايش براي و است حسابي عدد iيك , ,....,k= 0 1k ia , a b≠ ≤ ≤ −0 0 حالت1 اين در نمايشnو زير صورت به را
مبنايمي در عدد نمايش را نمايش صورت اين و نامند.ميbدهند

k k bn (a a ...a a )−= 1 1 0

مبناي در رقم بزرگترين واقع )b،)bدر باشد.مي−1
از بيشتر مبنا اگر از10تذكر: تر بيش ارقام با9باشد، ترتيب به ,cرا b, aمي نمايش مبنايو... در مثلاً 16دهند

f ,e ,d ,c ,b ,a= = = = = =15 14 13 12 11 باشند.مي10

: يكديگرند از تواني كه مبناهايي تبديل

مبناي از مستقيماً را عددي بخواهيم مبنايbاگر هرnbبه چون مبنايnببريم، در مبنايbرقم در رقم لذاnbيك ، باشد ازnرقم،nمي رقم
مبناي به و كرده جدا راست بريم.مي10سمت



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

اولموضوع: اعداد

:تعريف

از غير طبيعي عدد بر1هر جز كه به1را طبيعي عدد هر گويند. اول عدد نباشد، پذير تقسيم ديگري طبيعي عدد هيچ بر خودش و

مي1جز مركب عدد نيست، اول كه كهرا كنيد دقت مرك1نامند. نه است اول .نه ب

نكات:

با1 است برابر زوج، اول عدد تنها (2.

آن2 از يكي باشد، فرد عددي اول، عدد دو مجموع اگر است.2ها)

حاصل3 كه طبيعي عدد دو آن) اولضرب عدد با از:pها عبارتند است، pو1برابر
از4 غير اول عدد هر مي2) صورترا به 4توان 1k k)نوشت.± )∈�
از5 غير اول عدد هر مي3و2) صورترا به 6توان 1k k)نوشت.± )∈�

اگر6 (nگاه آن باشد، مركب عدد مساويnيك يا تر كوچك اول عليه مقسوم يك غربالnحداقل اساس قضيه اين دارد.

ا دهيمست.اراتستن تشخيص آنكه بخشnبراي كه است كافي خير، يا است اول ازnپذيريعددي نابيشتر اول اعداد تمام بر را

n 
 .كنيم بررسي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

اولموضوع: اعداد )1(نكات

ازنتيجه: تر بزرگ اول عدد هر 3،1242براي += kPاز تر بزرگ اول عدد هر براي 5،12404و += kP

اگر7 (P1وP2و وqوnPو... باشند اول nqاعداد | PP ...P1 يك2 ازاي iPكهiبه q, i n= ≤ باشد.مي1≥

اگر خاص حالت وP،qدر باشند اول گاه:P|qاعداد Pآن q=
اگ8 آنPر) باشد، اول عدد داريم:يك گاه

n n
n

P | a a ...a P | a P | a ... P | a

P | a P | a
P

i P : P |
i

⇒

⇔

 
≤ ≤ −  

 

1 2 1 2

1 1

اعداد9 اگر و3و2) عددnPو... باشند، متوالي اول 1532اعداد +×××× np...بزرگ اول عامل يا است اول عددي يا ازنيز تر

nP.دارد

بي10 دارد.) وجود اول عدد نهايت

يا يا



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

اولنكاموضوع: اعداد )3(ت

بزرگ طبيعي عدد ازهر مي1تر ترتيبرا به توجه بدون .،توان نوشت اول اعداد ضرب حاصل صورت به يكتا طور به

: تذكر
تجزيه1 در عامل) به طبيعي اعداد ميي اول نوشت،هاي آن از تواني صورت به را مساوي اول عدد چند ضرب حاصل توان

1يعني: 2
1 2

1

ir
r

r i
i

n P P P Pα α αα

=

= عدد�∏= متعارف نمايش را نمايش نامند.ميnاين

اول عدد هر توانp(n),pαبراي ترين عددPبزرگ كه ميnاست. ميرا نمايش صورت اين به و p(n)pدهند:شمارد nα

p(n)pيعني | nα
n|pولي )n(p /

+α 1
P(براي > nًحتماp(n)α = است.)0

2: تعريف nnnعدد) p p ...pα α α= 1 2
1 تو2 هرگاه ، نامند كامل مربع باشد.را زوج آن دهندة تشكيل اول عوامل تمام ان

nnnعدد p p ...pα α α= 1 2
1 مضرب2 آن دهندة تشكيل اول عوامل تمام توان هرگاه ، نامند كامل مكعب باشد.3را



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

بنياديموضوع: قضيه نكات

1(: لاگرانژ وPاگرقضيه اول اnعددي در باشد، مثبتي صحيح عواملعدد تعداد صورت عددPين با:!nدر است برابر

p
n n n(n!) ...p p p

    α = + + +            
2 3

: خاص حالات
اگر 12الف) P,Pعوامل تعداد باشند، اول 21PPmاعدادي عوامل!nدر= تعداد : با است }برابر }21 P,Pmaxدرn!

!نتيجه عدد راست سمت صفرهاي تعداد :nبا است α5(!n):برابر

اگر عواملPب) تعداد صورت اين در باشد اول عددmPعددي با:!nدر است برابر










α
m

!n
P

اگر2 (kkn p ...pα α= 1
(طبيعي)1 مثبت هاي عليه مقسوم تعداد اينصورت در ، :nباشد با است n)برابر )> 1

D(n) k( )( )...( )= α + α + α +1 21 1 1
عليه مقسوم تعداد صو باشد.مي2D(n)برابر:nحيحهاي

عددنتيجه :nشمارنده تعداد كه است كامل مربع مثبتوقتي (nهاي باشد. باشد.)D(n)فرد فرد



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

اولموضوع: اعداد مولد توابع

اگ كه كرد ثابت باشندbوaرديريكله اول هم به نسبت و طبيعي عدد (a,b))دو )= بهبي1 اول عدد نهايت

axفرم b+بي مثلاً دارد. فرموجود به اول عدد kنهايت +4 kيا3 +3 به2 عبارتي هيچ همه اين با اما داريم.

axصورت b+.كند توليد را اول اعداد فقط كه ندارد وجود



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

مشتركبزرگموضوع: عليه مقسوم ترين

طبيعيقضيه عدد :dصحيح عدد دو مشترك عليه مقسوم اگر:bوaبزرگترين تنها و اگر است،

هرگاهd|bوd|aالف) c|dگاهآنc|bوc|aب)

. كنيم مي ضرب هم در كمتر توان با را مشترك هاي پايه م م ب يافتن براي واقع در



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

مشتركموضوع: عليه مقسوم بزرگترين

نكات:
مجموعه1 }ي) }ax by | x, y Z+ مضاربمجموعه∋ كهdي dاست (a, b)=

{ } { }ax by | x, y Z kd | k Z+ ∈ = ∈

كنيد2 فرض (b, aاگر است. صفر مخالف ها آن از يكي حداقل كه هستند صحيحي عدد ,a)دو b) d=اعداد صورت اين در

كه:q,pصحيح طوري به دارند dوجود pa qb= بزو(قضيه+ )ي

حالتتذكر: در فقط بزو قضيه .d=1عكس باشد مي 11برقرار =⇔=+ )b,a(qbpa

: نتايج

)الف) )( ) 0≤qbpa

)ب) ) 1=q,p

صحيح عدد دو مشترك عليه مقسوم ترين بزرگ آنbوaج) از يكي حداقل برابركه نيست، صفر عضوها ترين كوچك با است

}يمجموعه }ma nb | m,n Z, ma nb+ ∈ + > 0



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

ب.م.مموضوع: قضاياي

ب.م.م:ويژگي مورد در مهم هاي

( ) ( ) 110 == a,aa,الف)

) مجموعه0،0اما چون است نشده تعريف ندارد.) انتها عضو طبيعي اعداد ي

(a, b) (a, b) ( a, b) ( a, b)= − = − = − (ب−

( )c,b|a
c|a
b|a

⇔




(ج

(ka, kb) | k | (a, b) k z= (د∋

(a, b) (a, ka b)= (ه+

( ) ab,ab|a (و⇔=

( ) ( ) INnb,ab,a nnn (ز=∋

: b|ab|aنتيجه nn ⇔

( ) ( )r,bb,arbqa (ح=+⇔=



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

يافتنب.م.مموضوع: براي روشنردباني اقليدسيا الگوريتم

تقسيم در بهعمbبرaاگر را تقسيم باقيماندهطل روي بر متوالي باقيماندور آخرين كنيم، تكرار ب.م.مهها برابر غيرصفر ي

عدد است.bوaدو

kq +1kq00000q2q1قسمتهاخارج

kr (a,b)=kr −100000r1baها)عليه(مقسوم

kr + =1 0kr00000r ≠2 0r ≠1 هاباقيمانده0

تعيين داريم:(a,b)در اقليدس الگوريتم روش به

1 1k k k(a ,b) (b ,r ) (r ,r ) r−= = = =�



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

مشتركموضوع: مضرب ترين كوچك

صفرقضيه غير صحيح عدد هر براي :b,a،[ ]m a, b=:اگر تنها و اگر

bالف) | m,a | m

اگر m|cگاهآنb|cوa|cب)

مشترك غير هاي پايه تمام و بيشتر توان با را مشترك هاي پايه ك.م.م يافتن .براي كنيم مي ضرب هم در را

نكات:
طبيعي1 اعداد براي اگر (aوbباشيم ]داشته ]a,b L, (a, b) d= طبيعي= اعداد صورت اين دارند′bو′aدر وجود

a)كه , b )′ ′ = aو1 a d′=وb b d′=:صورت اين Lدر a b d′ داريم:=′ ]لذا ] ( ) abb,ab,a =×



كتاب گسسته:عنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

مشتركموضوع: مضرب ترين كوچك

داريم:2 (

(a, b) [a,b] ab= ⇔ (الف1=

} [ ]a | c
a,b | c

b | c
ب(⇒

[ ] [ ]b,akkb,ka (ج=

[ ]kk ka ,b a, b K IN  = ∈ د)

ba]b,a[)b,a( (ه=⇔=

[ ] bb,ab|a (و⇔=

ك.م.م و ب.م.م در جذب قوانين
[ ]a,(b,a) a
(a,[b,a]) a

=
=

(ز



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

متباينوضوع:م يا اول هم به نسبت عدد دو

صحيحتعريف عدد دو :aوbهرگاه گويند، متباين يا اول هم به نسبت ,a)را b) = صحيح1 عدد دو اولb,aلذا هم به اگرنسبت اند

صحيح اعداد اگر تنها كه:nوmو باشند داشته maوجود nb+ = 1

نكات:

اگر1 (n(a, b ) ,..., (a, b ) , (a, b )= = =2 11 1 آن1 ,n(aگاهباشد، b b ...b ) =1 2 1

وbوaاگر)2 باشند اول هم به ba|cنسبت بهcگاهآن+ نسبت بود.bوaنيز خواهد اول

(a, b) ,c | a b (a,c) (b,c)= + ⇒ = =1 1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

متباينموضوع: يا اول هم به نسبت عدد دو

داريم:3 (

( ) ( ) INm,nb,ab,a mn ∈=⇔= (الف11

( ) 1=± ab,baو nn(a, b) (a b,ab)= ⇒ ± =1 (ب1

( ) 01 ≠=





⇔= ba

d
b,

d
adb,aج)

پذيري) بخش اساسي a(قضيه | c, b | c, (a, b) ab | c= (د1⇒

(a, b) m,(a,c) n, (b,c) (a, bc) mn= = = ⇒ (هـ1=

اگر4 (Pو اول Zaعددي ∈:

P | a (a, P) P⇔ =P | a (a, P)⇔ = 1
اولند.5 هم به نسبت متوالي عدد دو ((n, n )+ =1 1

گاوس: لم يا اقليدس لم
,a)اگر b) ,a | bc= a|cگاه:آن1

يا



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

اول:5فصل اعداد

اويلرموضوع: حسابي تابع

طبيعي عدد هر مثبت)nبراي و باφ(n)(صحيح مساوي يا از تر كوچك طبيعي اعداد تعداد از است بهnعبارت نسبت nكه

طبيعي عدد كنيد فرض صورتnاولند. kknبه p p ....pα α α= 1 2
1 آن2 داريم:باشد گاه

k
(n) n( )( )...( )p p pφ = − − −

1 2

1 1 11 1 1

نكات:
باشد:Pاگر-1 اول عدد (p)يك pφ = −1

:داري-2 م

)d(
d)n()m()mn(

φ
φφ=φ

( ) )n()m()mn(n,m φφ=φ⇒= 1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيموضوع:

مي فرض صحيحmكنيمتعريف: عدد دو باشد، طبيعي عدد پيمانهbوaيك به هرگاهmيرا گويند baهمنهشت باشد،mمضرب−

baيعني باشدmبر− پذير .تقسيم

ب همنهشتي پيمانهرابطه رابطهmيه دريك ارزي هم است:�ي

بازتــــابي

تقـــارني

ــايي ترايـ

m

m m

m m m

a : a a ( )

a b b a ( )

a b ,b c a c ( )


∀ ∈ ≡

 ≡ ⇔ ≡

 ≡ ≡ ⇔ ≡

�



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيموضوع:

دسته(كلاسهمنهشتيهايدسته همنهشتي): همنهشتيهاي پيمانهaي باmيبه را آن maكه  مـي ازنمايش اسـت عبـارت دهـيم

بامجموعه كه صحيح اعداد از پيمانهaاي هستند.mيبه mهمنهشت
ma x :x a

  = ∈ ≡    
  

�

داريم: تعريف اين mطبق
m ma b a b≡ ⇔ =      

پيمانه به همنهشتي كلي حالت مجموعهmيدر به�ي، ميدستهmرا افراز همنهشتي كند:ي

{ }0 1 1m m m, , , m= −          � �



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيموضوع:

ازنكته تعريف بنابر :
m

a b≡مي كهنتيجه baشود صحيحmمضرب− عدد يعني كهkاست. طوري به است mkbaموجود يا−=

mkba با=+ كه صحيح اعداد تمام يعني .bپيمانه ازmيبه مضربي افزودن با اند ميbبرmهمنهشت دست بنابراينبه آيند.

m[b] {b mk k Z}= + ∈

هاي:نكته گزاره :

1(aپيمانه است.bباmيبه پيمانهb,a)2همنهشت اند.mيبه همنهشت

3(
m

a b≡4([a]m=[b]m

5(b,aدست يك پيمانههدر به همنهشتي دارند.mيي m)است.mمضربa-b)6قرار a b)−

باقيمانده7 تقسيم) برابرند.mبرb,aي هم با

باشند. مي مفهوم يك داراي و معادلند هم با همگي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيويژگيموضوع: هاي

m m
)a b a mk b≡ ⇔ + ≡1

اگر1نتيجه :rmka گاه:آن=+
m

a r≡

):2نتيجه ) ( )m,bm,aba
m

=⇒≡









≡

+++≡+++
⇒≡≡≡

n
m

n

n
m

n
n

m
n

mm

b...bba...aa

b...bba...aa
ba...,,ba,ba)

2121

2121
22112



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيويژگيموضوع: هاي

: خاص حالت

bcacZc,ba

bcacZc,ba

bcacba

cbcaZc,ba

mcm

mm

mm

mm

≡⇔∈≡

≡⇒∈≡

−≡⇒≡+→

±≡±⇔∈≡



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيويژگيوع:موض هاي

)c,m(dbabcac)
d
m

m
=≡⇒≡3

bam|c,ba)
cm
≡⇒≡4

baba,ba)
]n,m[nm

≡⇒≡≡5
:نتيجه

m n mn
a b,a b, (m, n) a b≡ ≡ = ⇒ ≡1

n
m

n
m

baINn,ba) ≡⇒∈≡6



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

(ويژگيموضوع: همنهشتي )2هاي

اويلر:قضيه)7 طmاگري وعددي كهaبيعي باشد صحيح )عددي ) 1=m,a:گاه آن

1 2
1 2

1 2

1 1 11 1 1 1r m(m)
r

r
m p p p (m) m( )( ) ( ) a

p p p
α α α φ= ⇒ φ = − − − ≡� �

اگرنتيجه :n,mآن باشند، اول هم به گاه:نسبت
mn(n) (m)m nφ φ+ ≡ 1

فرما: كنيدقضيه وpفرض باشد اول كه:aعدد طوري به باشد صحيحي p(يا(a,p)=1عدد | a/(:گاه آن
p

pa − ≡1 1

قضيه :نتايج فرما ي

باشد:pاگر)1 اول عدد
p

pa a≡

داريم:b,aاگر)2 باشند، متمايز اول عدد دو
abb aa b− −+ ≡1 1 1

ويلسن:)11 داريم:pاگرقضيه باشد، اول عددي
P

(P )!− ≡−1 1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيموضوع: قوانين كاربردهاي

ب تقسيم باقيمانده يافتن در همنهشتي )كاربرد بخشپذيري (آزمونهاي : كاربرد پر اعداد ر

n n

n

) a a a a a a

) a a a a a

≡ + + +

≡

3 9

2 1 2 1
100 50 25 20 4

2 1 2 1

1 000 000

2 000

خاص: حالت naدر a a a a≡ +
4

2 1 2 1000 2

n) a a a a a a≡
1000 125 8

2 1 3 2 13 000

خاص: حالت naدر a a a a a≡ + +
8

2 1 3 2 1000 4 2

يا

يا يا يا

يا

يا

يا



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

همنهشتيموضوع: قوانين كاربردهاي

n

n n

n

n

n

)a a a a

)a a a a (a a )

)a a a a a a a a a

) a a a a a a a a a

) a a a a a a a a a

≡

≡ + + +

≡ − +

≡ + +

≡ + + +

10 5 2

2 1 1
6

2 1 1 2
13 7

2 1 3 2 1 6 5 4
999 37 27

2 1 3 2 1 6 5 4
99 33 11

2 1 2 1 4 3 6 5

4 000

5 000 4 000

6 000 000

7 000 000

8 000 000

خاص: حالت nدر
n na a a a a ( ) a+≡ − + + −

11
1

2 1 1 2000 000 1

يا

يا يا

يايا

يا يا



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

دموضوع: همنهشتي قوانين كاملكاربرد مربع اعداد تشخيص ر

قسمت تجزيهدر اگر كه ديديم قبل عددهاي متعارفي صورتnي kبه
kP...PPn ααα= 21

اين21 اينكه براي كافي و لازم شرط آنگاه ، باشد

توان تمام كه است آن ، باشد كامل مربع باشد.kαتا1αهايعدد زوج



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

كاملموضوع: مربع اعداد تشخيص در همنهشتي قوانين كاربرد

: عدد يك نبودن يا بودن كامل مربع تشخيص روش
تجزيه بايد است كامل مربع عددي دهيم نشان آنكه كامبراي مربع عددي دهيم نشان آنكه براي اما آوريم. بدست آنرا متعارفي نيست.ي ل

بگيريم:مي بهره زير نكات از توانيم

به1 عددي اگر بالعكس..8يا7يا3يا2) نه و نيست كامل مربع قطعاً شود. ختم

بالعكس.2 نه و نيست كامل مربع عدد بود فرد عددي راست سمت صفرهاي اگر (

عددي3 يكان رقم اگر دهگانش5) رقم و بالعكس.2بود نه و نيست كامل مربع نبود

عددي4 يكان رقم اگر بالعكس..6) نه و نيست كامل مربع قطعاً بود زوج آن دهگان و

فرم5 به فردي عدد اگر (18 +q. بالعكس. نه و نيست كامل مربع قطعاً نبود

مضرباگر)6 اولعددي مضربPعدد و .2Pباشد بالعكس نه و نيست كامل مربع قطعاً ، نباشد

فرم7 به كاملي مربع هيچ (23 +k.بالعكس نه و نداريم

فرم8 به كاملي مربع هيچ (24 +k34يا +k..بالعكس نه و نداريم

گزينها حذف گويي پاسخ راه بهترين ، است كامل مربع كداميك شود سوال و شده داده اعدادي ميگر نادرست باشد.هاي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

اعدادموضوع: يكان رقم يافتن قوانين

آنها1 رقم آخرين كه اعدادي يكان رقم توامي6يا5يا1يا0) هر در باشد.باشد، مي اعداد اين خود ني

n n n n≡ ≡ ≡ ≡
10 10 10 10

6 6 5 5 1 1 0 0
توان2 راست سمت رقم (nبه كه اعدادي اگر4ام شوند، مي باشدnختم اگر6زوج برابرnو باشد است.4فرد





≡
n
nn

6زوج
4فرد

4
10

راست3 سمت رقم (nبه كه اعدادي مي9ام اگرختم باشدnشوند، اگر1زوج برابرnو باشد است.9فرد





≡
n
nn

1زوج
9فرد

9
10

راست)4 سمت nبراي!nرقم ≥ است.0برابر5



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

اعدادموضوع: يكان رقم يافتن قوانين

عدد5 يكان رقم اگر (A،2يكان8يا رقم اگر4برابر2Aباشد، يكان7يا3و رقم بهلذااست.9برابر2Aباشد، كه ختم8يا2اعدادي

ابمي را بهشوند خاصيت4تدا از سپس و كرده مي2تبديل بهاستفاده كه واعدادي مي7يا3كنيم. بهختم ابتدا را كرده،9شوند تبديل

خاصيت از مي3سپس كنيم.استفاده

:قاعده)6 توان تقليل ي
صورت به اعداد يكان رقم يافتن ابتداanبراي ،nبر مي4را صورت:تقسيم به را آن و rknكنيم += نويسيم.مي4

صورت اين :در

اگر گاه:r=0الف) nآن ka a a≡ ≡
10 10

4 4

اگر 0rب) گاه:≠ nآن K r r( r ) a a a+≤ ≤ ≡ ≡
10 10

41 3

مي از(يعني ضريبي برابر4توان توان كه شرطي به كرد كم توان از نشود.)0را



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

سمتموضوع: رقم دو عددراستتعيين يك

مانده باقي بايد عدد يك راست سمت رقم دو يافتن بربراي را آن .100ي بيابيم

: نكات
راست1 سمت رقم دو (!n10براي≥n.است صفر دو

اويلر:)2 وmاگرقضية طبيعي كهعدديaعددي طوري به باشد 1آنگاه)m,a(=1صحيح
m

)m(a ≡φ

اگر 152لذا == ),a(),a(: گاه 1آن
100

40 ≡a

اگر3 (ba
10
گاه≡ آن ، 10باشد

100
10 ba ≡. بود خواهد

: عددينكته راست سمت رقم دو .76يا25اگر است همان تواني هر در عدد آن راست سمت رقم دو باشد،



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

خطيمعادلهموضوع: همنهشتي ي

معادلهقضيه خطي: همنشهتي ي
m

ax b≡درZ: اگر فقط و اگر دارد ,a)جواب m) b

معادله حل خطي:روشهاي همنشتي ي

معادله حل يبراي
m

ax b≡از استفاده ميبا عمل زير صورت به جواب وجود شرط با همنهشتي كنيم:خواص

اگر آنbياaالف) دوي هر ازيا مضاربmها باشند، تر ميmبيش كم آن از برbيا(aكنيم.را ميmرا آنتقسيم جاي به و هاكنيم

مي قرار را شان دهيم).باقيمانده

مضارب دوmب) از يا اضافه طرف دو به ميرا كم ضريبطرف بر طرفين تا شوند.xكنيم قسمت قابل

ضريب بر را طرفين ميxج) كنيم.تقسيم



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

همنهشتي:6فصل

سيالهمعادلهموضوع: خطييي

axيمعادله by c+ معادله= سيالهرا ميي خطي باي كه نامند
b

ax c≡.است معادل

خطيمعادله:قضيه سياله axي by c+ مجموعه= اگر:Zدر تنها و اگر دارد )جواب )a,b c

خطي: سيالة معادلة حل روشهاي
: )اگرقضيه )a,b d=وy , x� معادله� براي جواب خطييك سياله axي by c+ جواب= تمام گاه آن صورتباشد، به آن هاي

ay y k d= b(Kو�− Z)x x k d∈ = است.�+

معادلهنكته سياله: مجموعهي در يا خطي جوابZيي تعداد يا ندارد شمارند.جواب بي ها



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

مجموعهموضوع: دو دكارتي ضرب حاصل

مجموعة دكارتي ضرب مجموعهAحاصل كهBدر مرتبي زوجهاي مجموعه از مجموعـهيمؤلفهعبارتست به متعلق آنها يمؤلفـهوAاول

مجموعه به متعلق آنها عميBدوم به ديگر:باشد )بارت ){ }A B x, y | x A, y B× = ∈ ∈

: )تعريف ) ( )A B B A−× = ×1

مجموعهتذكر: دكارتي ضرب يعنيAحاصل خودش صورتA×Aدر به ميA2را دانمايش و يم:ردهيم

( ){ }A x, y | x, y A= ∈2

دكارت مختصات صفحة صورتلذا به توان مي را )ي ){ }IRy,x|y,xIRIRIR ∈=×=2. كرد تعريف

: دكارتي ضرب نمودار
اگر ، شود مي تشكيل مرتب زوجهاي از دكارتي ضرب حاصل هريمؤلفهچون توان مي ، شوند انتخاب حقيقي اعداد مجموعة از دوم و اول

دكارتي مختصات صفحة روي بر ا ر مرتب )زوج )2IRكه ترتيب اين به . داد ازمحوريمؤلفهنمايش را آن وxاول ازيمؤلفهها آنرا دوم

كنيم.yمحور مي انتخاب ها



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

قضايانكاتموضوع: دكارتيو ضرب ي

داريم:1 (
A B A B
A A
× = φ ⇔ = φ∨ = φ
×φ = φ× = φ φ×φ = φ

Aنتيجه: B B A A B A B× = × ⇔ = ∨ = φ∨ = φ

اعمال)2 روي بر دكارتي ,ضرب , ,∪ ∩∆ است.− پذير توزيع

( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∪ ∪

( ) ( ) ( )A B C A C B C× = × ×∪ ∪

( ) ( ) ( )A B C A B A C× = × ×∩ ∩

( ) ( ) ( )A B C A C B C× = × ×∩ ∩

( ) ( ) ( )A B C A B A C× − = × − ×

( ) ( ) ( )A B C A C B C− × = × − ×

( ) ( ) ( )A B C A B A C× ∆ = × ∆ ×

( ) ( ) ( )A B C A C B C∆ × = × ∆ ×



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

قضايانكاتموضوع: دكارتيو ضرب ي

اگر3 (D,C,B,A:باشند تهي نا
A B

A C B D
C D
⊆ 

⇔ × ⊆ ×⊆ 
: نتايج

Aاگرالف) B⊆وC:گاه آن باشد تهي Aنا C B C× ⊆ Cو× A C B× ⊆ ×

باشند:D,C,B,Aاگرب) تهي DBCAنا
DC
BA

×=×⇔




=
=

اگر4 (A C B C× = يا× Cو A C B× = آنCو× باشد Aگاه:ناتهي = Bپذيري)(حذف

داريم:5 (( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C B D× × = ×∩ ∩ ∩

):نتيجه ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B A A B B A B× × = = × × =2 2 2∩ ∩ ∩ ∩

)داريم:)6 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C D A C A D B C B D× = × × × ×∪ ∪ ∪ ∪ ∪



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

ضربدكارتيموضوع: اصلي عدد مجموعه2ويژگيهاي

مجموعه گاه مجموعهmدارايAهر و كدامnدارايBعضو هر اينصورت در باشد مجموعهعضو عضـوm×nدارايB×AوA×Bهاياز

mn)AB(n)BA(nباشند.مي =×=×

: نكات

[ ]2)BA(n))AB()BA((n ∩∩ (الف××=

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n A B B A n A .n B n A B × × = −  
2

2∪ (ب∩

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )n A B n A B B A n A n B n A B × − × × = −  
2∩ ∩=×−× ))AB()BA((nج)

):نتيجه ) ( )( ) ( )n B A n B n A B − = −  
222 2 ∩



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع:

مجموعه زير ازهر Aاي B×از رابطه يك نام ميBدرAبه .شودخوانده

صورتيكه ازRدر يعنيAدرAرابطه Rباشد، A A⊆ مي× صورت اين رابطهدر است.AدرRگوييم شده تعريف

هماني: )رابطه ){ }AI x, x x A= ∈



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع:

(معكوس): وارون رابطه

رابطه رابطهRوارون كه ازرا باميBدرAاي ميR−1باشد تعريف زير مطابق و داده كنيم:نمايش

( ) ( ){ }R y, x x, y R− = ∈1

ساده عبارت وارونبه نوشتن براي مرتبRتر زوجهاي از كدام هر در است كه:Rكافي است واضح كنيم. عوض را دوم و اول مختص جاي

RR)د(بر RD =−1)د(بر(دامنه)1−= RR RD(دامنه)

:نكت درR2وR1اگره رابطه داريم:Aدو باشند،

( )

( )

( )

R R R R

R R R R

R R R R

− − −

− − −

− − −

=

=

− = −

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2

∩ ∩

∪ ∪

1
2

1
121

−− ⊆⇔⊆ RRRR

: AAتذكر II =−1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

هارابطهتركيبموضوع:

( )a,c R OR∈ 2 مانند1 عددي مجموعهbهرگاه به كهBمتعلق طوري به باشد )موجود ) ( )b,c R , a,b R∈ ∈2 1

رابطه تركيب ها:خواص

اگر1 (Rازرابطه ازرابطهSوBبهAاي گاه:CبهBاي آن )باشد، )SOR R OS− − −=1 1 1

اگر2 (Rي باشدتابع يك به :ك داريم
RR

DD IORRIROR == −−
−

11
1

3: داريم (RIORROI ==

اگر4 (




⊆
⊆

2

11

2
SR
SR

: گاه آن ، 1212باشد OSSORR ⊆

اگر :⊇RSنتيجه: گاه ⊇RORSOSآن



كتاب: گسستهريعنوان اضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

ماتريسرابطهموضوع: و هاها

مي تعريف زير صورت به رابطه يك نظير شود:ماتريس

آن در مجموعهkaكه مياعضاي رابطه مرجع باشد.ي

بولي: اعمال
مجموعهتعريف روي }ي: },0 عمل1 عملو�+دو به موسوم مييا تعريف زير ترتيب به را بولي كنيم:هاي

000111101110 =+=+=+=+ ����

= = = =0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0� � � �
در معمولي ضرب و جمع با تفاوت تنها 111توجه باشد.مي�+=

( ) [ ] i
n n

a R
M R mij mij×= =

0 j

i j

a

a Ra



1

اگــر

اگــر



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تجسمدل:7فصل و شهودي تركيبياتهاي در مي

ماتريسرابطهموضوع: و هاها

ماتريس بولي صفرضرب يك:-هاي

اگرتعريف :ij m n
A a

×
 =  وij n p

B b
×

 =  صفر ماتريس آن-دو باشند، بولييك ضرب نمادBوAگاه با Aكه Bنمـايش�

مي بهداده زشود، ميصورت تعريف گردد:ير

A B c c a b
n

ij ij ik kjm p
k

 = =  ×
=
∑

1
� � بولي) (جمع

خاص ):حالت ) [ ... ]M a b a b a bi j i j in nj= + + +2
1 1 2 2� � �� � �



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

خواصماتريسموضوع: صفرتعاريفو يك-هاي

كنيدقضيه فرض :Aمجموعه وnييك باشد رابطهRعضوي هرگاهAروييك متناظرM(R)باشد. داريم:Rماتريس باشد،

1(( ) [ ]n nM R ×= اگر0 تنها و Rاگر =∅2(( ) [ ]n nM R ×= اگر1 تنها و Rاگر A A= ×

اگر3 (Rاز رابطه ازSوBبهAيك رابطه تركيبM(SOR)باشد،CبهBيك با:RباSماتريس است برابر

M(SOR) M(R) M(S)= �

خاص: حالت در )و ) ( ) ( )M ROR M R= 2

4(( ) ( ) TM R M R−  =  
15([ ] nn)R(M)R(M ×=+ 1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

خواصماتريسموضوع: صفرتعاريفو يك-هاي

ماتريستعريف كنيد فرض صفر: ]يك-هاي ] [ ]
nmijnmij aA,bB
××

اندازه== mياز n×گوييم مساويكوچكAباشند. يا از تر

ميBبا و Aنويسيماست B<<ماتريس در درايه هر درايهAهرگاه ماتريساز در نظيرش باشد.Bي مساوي يا و كوچكتر ،

اگرنكته :M1وM2رابطهماتريس با متناظر مجموعهR2وR1هايهاي يك آنAيروي Rگاهباشند، R⊆1 اگرمي2 تنها و اگر باشد

M M<<1 2

ماتريس:ترانهاده يك ستوني و سطر جاي تعويض از كه ميبهMماتريسي بادست و ميTMآيد دهند.نشان

1نكته:
T
(R) (R )

M M −=



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتلمد:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

ماتريسموضوع: دو اشتراك و اجتماع

اگرتعريف :ij ijm n m n
B b , A a

× ×
   = =   صفرماتريس بـه-هاي ماتريس دو اشتراك و اجتماع باشند، تعريـفيك زيـر صـورت

شود:مي

صفر ماتريس دو مؤلفه-اشتراك در مؤلفه بولي (ضرب :يك (ij ijA B [a b ]∧ = �

صفراجتما ماتريس دو :-ع مؤلفه) با مؤلفه بولي (جمع ijيك ij m n
A B a b

×
 ∨ = + �

كنيدتعريف: )فرض )M R1و( )M R2ماتريس ترتيب رابطهبه دو اگرR2وR1هاي )باشند. )M R R1 )و∪2 )M R R1 به∩2

ماتريس رابطهترتيب دو اشتراك و اجتماع آنR2وR1هاي گاه:باشند

( ) ( ) ( )M R R M R M R= ∨∪1 2 1 )و2 ) ( ) ( )M R R M R M R= ∧1 2 1 2∩



كتاب: گسستهرياضعنوان يات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع: )1(خواص

(بازتابي)1 انعكاسي خاصيت (:
رابطه اينكه درRبراي باشد:Aكه بازتابي خاصيت داراي است شده تعريف

تهيRرابطهنتيجه: نا مجموعه شـاملAروي هرگـاه اسـت، بازتـابي خاصيت داراي

هماني مجموعهرابطه باشيم:Aروي داشته ديگر عبارت به AIباشد، R⊆مانند رابطه هر عكس بر .Rمجموعـه روي شده كـهAتعريف

هماني رابطه اعضايIAشامل از يكي اگر و است بازتابي رابطه يك نيست.IAباشد، بازتابي باشد، نداشته را

بازتابي رابطه مجموعهRلذا روي ،mعضويAكم دست ،mحداكثر دارد.2mو عضو

( ) 222 m)A(n)R(nm)I(nARI AA =≤≤=⇔⊆⊆

( )
aRa:Aa

Ra,a:Aa
∈∀

∈∈∀



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع: )1(خواص

تقارني2 خاصيت (:
رابطه مجموعهRهرگاه گوييمAدر باشد، شده خاRتعريف هرداراي ازاء به هرگاه است، تقارني بهbوaصيت باشيم:Aمتعلق داشته

aRb bRa⇒يا( ) ( )a, b A : a, b R b,a R∀ ∈ ∈ ⇒ ∈

مجموعهRرابطهنتيجه: مانندAروي مرتبي زوج هرگاه نيست، به(a,b)تقارني متعلق ،Rولي باشد مرتبموجود رابطه(b,a)زوج به متعلق

R.نباشد

: رابطةنكته اعضاي AIRتعداد رابطة∩ با بودن فرد و زوج نظر رابطـةRاز اعضاي تعداد آنكه علاوة به . است AIRيكسان همـواره−

. است زوج

تهيRرابطهنتيجه: نا مجموعه خاصيتAروي اگراست،رنيتقاداراي تنها و =−1:اگر RR



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع: )2(خواص

ترايايي:3 يا تعدي يا تراگذري خاصيت (
دررابطهRهرگاه هرAاي براي كه طوري به بهcوbوaباشد، بAمتعلق aRbاشـيم:داشته bRc aRc∧ رابطـه⇒ صـورت ايـن Rدر

است. تراگذري خاصيت aRbداراي bRc aRc∧ )يا⇒ ) ( ) ( )a, b,c A : a, b R b,c R a,c R∀ ∈ ∈ ∧ ∈ ⇒ ∈

مجموعهRرابطهنتيجه: مانندAروي مرتب زوج دو حداقل هرگاه نيست، به(b,c)و(a,b)تراگذري زوجRمتعلق ولي باشند موجود مرتب،

(a,c)رابطه باشد.Rدر نداشته )وجود )a, b,c A∈

اگر )همچنين ) Rb,a .bولي∋ گيرد نمي قرار زوج اين تأثير تحت تراگذري خاصيت ، نباشد زوجي هيچ اول موئلفه

تهيRرابطهنتيجه: نا مجموعه خاصيتAروي واست،تراگذريداراي تنها و :اگر RRORاگر ⊆



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع: )2(خواص

پا4 خاصيت :تقارنيد)
مجموعهRهرگاه روي رابطه پاAيك خاصيت داراي رابطه اين هرگاه:دباشد، است، تقارني

aRb bRa a b∧ ⇒ )يا= ) ( )a, b A : a, b R b,a R a b∀ ∈ ∈ ∧ ∈ ⇒ =

ماننداگرنتيجه: مرتبي به(a,b)زوج مرتبRمتعلق زوج حاليكه در باشد به(b,a)موجود متعلق ،Rهم مجموعهRرابطههست روي

Aنيستدمپا .تقارن

: ياتذكر نباشد پادتقارني ولي باشد تقارني يا باشد پادتقارني هم و تقارني هم تواند مي رابطه ،يك باشد پادتقارني ولي نباشد تقارني

. نباشد هم پادتقارني و نباشد تقارني يا

: تهيRرابطهنكته نا مجموعه خاصيتAروي تقارنيداراي :است،پاد اگر و تنها و AIRRاگر ⊆−1∩

Rاگرنتيجه: R− = φ1∩رابطه پاRباشد، خاصيت است.تقارنيدداراي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

آنموضوع: ماتريس روي از خواصرابطه بررسي

مجموعهخاصيت ماتريسيايشرط شرط

RIAبازتابي ⊆)R(MIA <<

=−1تقارني RR)R(M)R(M)R(M T ==−1

RRORتراگذري ⊆)R(M)R(M)ROR(M )( <<= 2

پادتقارني
AIRR ⊆−1∩I)R(M)R(M)R(M)R(M)RR(M T <<∧=∧= −− 11∩



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطهموضوع: خواص به مربوط هانكات

تهي)1 تهيرابطه غير مجموعه بازتابيAروي خاصيت پانيستداراي و تقارني ميدولي تراگذري و رويتقارني تهـي رابطـه ولـي باشـد.

تهي ميAمجموعه رابطه خواص همه باشد.داراي

رابطه2 تمام صور) به كه 2AAARتهايي مجموعه=×= تقاAروي بازتابي، خواص همواره شود، داراست.تعريف را تراگذري و رني،

عضويتهيA(اگر تك .باشيا باشد مي نيز پادمتقارن )د

مجموعه3 روي كه عضوي تك رابطه هر (Aمي پادتقارني و تراگذري خاصيت داراي باشد، شده باشد.تعريف

رابطه4 اگر (Rمجموعه زوجهAروي بين ارتباطي و باشد شده يكتعريف اول مولفه عنوان به دومي مولفه (هيچ نباشد، برقرار آن مرتب اي

پا خواص داراي باشد.)، نرفته كار به ديگر مرتب ميدزوج تراگذري و باشد.تقارني

رابطه5 هر فرم) به عناصري يا است تهي يا باشد پادمتقارن هم و متقارن هم كه داراست.(a,a)اي را

رابطهنتيجه: داراگر بود.اي خواهد هم تراگذري لزوماً باشد، پادتقارني و تقارني خواص اي

رابطه6 خود پادمتقارن، رابطه يك مجموعه زير هر نمي) برقرار لزوماً مطلب اين خواص بقيه مورد در اما است، پادمتقارن باشد.اي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

توليد:موضوع قابل روابط تعداد آوردن دست به

مجموعهAمجموعهاگر مجموعهmيك و مجموعهBعضوي مجموعهnيك از روابط تعداد باشد، مجموعهAعضوي رابطهBدر تعداد يا

مجموعه مجموعهBاز با:Aدر است mn2برابر

مجموعه:1نتيجه روي تعريف قابل روابط با:برابرAعضويnتعداد است
2

2n

مجموعه:2نتيجه باشدnدارايAاگر :عضو

مي كه بازتابي روابط مجموعهتعداد روي باAتوان است برابر كرد n:تعريف n−2
2

مجموعه روي كه متقارني روابط با:ميAتعداد است برابر كرد تعريف توان

n n n n
n

− +

× =

2 2

2 22 2 2



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

توليدموضوع: قابل روابط تعداد آوردن دست به

روابط مجموعهپادتعداد روي كه با:ميAمتقارني است برابر كرد تعريف توان

n n
n

−

×

2

23 2

بازتابي روابط كهوتعداد مجموعهمتقارني كردميAروي تعريف باتوان است 2:برابر

2

2
nn −

بازتابي روابط مجموعهوتعداد روي كه كردميAپادمتقارني تعريف باتوان است 2:برابر

2

3
nn −

متقارني روابط مجموعهوتعداد روي كه كردميAپادمتقارني تعريف باتوان است n2:برابر

بازتابي روابط مجموعهومتقارنيوتعداد روي كه كردميAپادمتقارني تعريف باتوان است 1:برابر



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

ارزيموضوع: هم رابطه

رابطه مجموعهRهرگاه داراAروي و باشد شده ميتعريف صورت اين در باشد، (تعدي) تراگذاري و تقارني و بازتابي خاصيت سه گوييمي

رويRرابطه ارزي هم رابطه است.Aيك

ارزي:دسته هم هاي
مجموع يك روي ارزي هم رابطه مجموعهAةهر زير به را مجموعه مـيآن ارزي هـم كـلاس يا دسته را آنها از يك هر كه مجزا نامنـد،هاي

مي ارزيتقسيم هم دسته رابطهaكند. تحت علامتهايRرا خلاصـهR[a]ياa/Rبا صـورت به مـي[a]و دسـتهaدهـيم.نمـايش نماينـده را

ميمي تعريف مقابل صورت به و [a]كنيم.گوييم = {x | xRa}

مجموعه زير (يا صحيح اعداد مجموعه روي ارزي هم رابطه هر ارزي هم دسته كلي طور آنبه از بااي را آن) منفـي غيـر عـدد كوچكترين

ميدسته مشخص مانند، عضوي توسط شده توليد ارزي هم دسته هر aكهaكنند. A∈مجموعه زير مجموعه، از يعني:ميAاي باشد.

[ ]a A⊆



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تجسميمدل:7فصل و شهودي تركيبياتهاي در

ارزيموضوع: هم رابطه

زيرند:نكته: خواص داراي ارزي هم كلاسهاي

است.1 كلاس نماينده شامل حداقل زيرا است تهي مخالف ارزي هم كلاس هر (

مساوي2 يا ارزي هم كلاس دو هر همند.) از جدا يا اند

مي3 اصلي مجموعه برابر ارزي هم كلاسهاي اجتماع ردد.گ)

اگر4 (bمجموعه از دلخواهي وAعضو ]باشد ]b a∈:گاه )آن )[ ] [ ]a A a b∈ =

رابطها5 كه صورتي در (Rمجموعه اگرAروي باشد، ارزي هم رابطه يك ،aRbگاه [a]آن = [b]بالعكس )و )a, b A∈



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطموضوع: مهم ارزييهخاصيت هم

رابطهقضيه: مجموعهRاگر دستهAروي صورت اين در باشد، ارزي هم رابطه متمايزيك ارزي هم مـيAمجموعهRهاي افراز وكننـد.را

}اگربالعكس }nA,...,A,AT نا=21 مجموعه افراز افرازAتهييك با متناظر ارزي هم رابطه با:Tباشد، است برابر

∪∪�∪∪
n

i
in AAAAR

1

222
2

2
1

=
==

مي فرض مجموعه، يك افراز با متناظر رابطه يافتن براي مجموعهيعني كلاسهايشاملTكنيم، مجموعهتمام ارزي اگرباشدميAهم ،

رابطه رابخواهيم افراز اين با متناظر ارزي آوريمهم دست مجموعهبه از يك هر دكارتي ضرب حاصل است كافي در، كننده افراز هاي

مجموعه اجتماع صورت اين در بيابيم. را مجموعهخودش روي نظر مورد ارزي هم رابطه همان آمده دست به باشد.ميAهاي

: 22نكته
2

2
1 )A(n)A(n)A(n)R(n n+++= �



كتاب:عنوا گسستهن رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

رابطموضوع: مهم ارزييهخاصيت هم

رابطهنتيجه: مجموعهبين يك روي ارزي هم افرازهايAهاي دارد.Aو وجود يك به يك تناظر ارزييك هم روابط تعداد شمردن براي لذا

تعد است كافي ، مجموعه يك روي تعريف .پسقابل بشماريم آنرا ممكن افرازهاي رابطهاد مجموعهتعداد روي ارزي هم تعدادAهاي برابر

مجموعه مجموعهAافرازهاي و5عضوي3افراز،2عضوي2افراز،1عضوي1است. دارد.52عضوي5و15عضوي4افراز افراز

با متناظر ارزي هم رابطة يك اعضاي تعداد كمترين هميشه : ارزينكته هـم رابطـة يـك اعضاي تعداد بيشترين و كلاس تعداد بيشترين

. باشد مي كلاس تعداد كمترين با متناظر



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

گرافرابطهموضوع: و ها

دار: جهت گراف
دار جهت چونGگراف مرتبي آن(V,E)زوج در كه ومجموعهVاست است ناتهي و متناهي مجموعهEاي تمامزير مجموعة از اي

اعضاي از متشكل مرتب است.Vزوجهاي

نكات:

دار1 جهت گرافهاي تعداد (Pرئوس با كه pVرأسي {v , v ,..., v }= 1 برابرمي2 نوشت P2توان
است.2

تعداد2 دار) جهت با:Pگرافهاي است برابر طوقه بدون Pرأسي P−2
2

دار3 جهت گرافهاي تعداد (Pكه با:kرأسي است برابر باشد، داشته PPطوقه

k
P −×






 2

2



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

گرابطهموضوع: و رافها

گرافرابطه و ها:ها

كنيد فرض مجموعهAحال ويك متناهي رويRي رابطه بهAيك جهتRباشد. بهGدارگراف ميرا نسبت زير دهيم:صورت

رأسAاعضايGهايرأس- و رأسaهستند هرگاه:bبه است aRbمتصل

رأسAاعضايGهايرأس- و رأسaهستند هرگاه:bبه نيست bRaمتصل /



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

گرافتشخيصخواصرابطهموضوع: روي از هاها

رابطه ويژگيخواص اين حال گرفت. قرار بررسي مورد قبل قسمت در جهتها گراف با را ميها بيان كنيم:دار

رابطه1 يك بـهيبازتاب) را رأس يـك كـه اسـت يـالي طوقه باشد. طوقه يك داراي رأس هر در آن با متناظر گراف اگر تنها و اگر است،

مي متصل كند.خودش

رابطه2 يك جهتمتقارن) گراف اگر تنها و اگر ماننداست، رأسي از هرگاه كه باشد ويژگي اين داراي آن با متناظر مانندaدار رأسي bبه

مو يال آنيك باشد، رأسجود از رأسbگاه باشد.aبه موجود يالي نيز

رابطه3 يك متقارن) جهتپاد گراف اگر تنها و اگر ماننداست، رأسي از هرگاه كه باشد ويژگي اين داراي آن با متناظر مانندaدار رأسي به

bآن باشد، موجود يال رأسيك از رbگاه نباشد.aأسبه موجود يالي



كتاب:ع گسستهنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

گرافتشخيصخواصرابطهموضوع: روي از هاها

رابطه4 يك جهتترايـايي) گراف در اگر تنها و اگر ماننداست رأسي از اگر آن با متناظر مانندaدار ديگر رأسي موجـودbبه يـال يـك

رأس از و مbباشد رأسي آنcانندبه باشد، موجود رأسيالي از رأسaگاه باشد.cبه داشته وجود يال يك نيز

رابطه)5 )يوارون )R R−1:جهت گراف در رابطهاگر با متناظر بهRدار آن وارون كنيم، عكس را يال هر ميجهت (طوقـهدست آيـد.

نمي كند)تغيير

رابطه)6 Rيمتمم )Rياc(R:جهت گراف در رابطهاگر با متناظر جهتRيدار گراف مكمل مي، رسم را آن بهدار آن متمم دستكنيم،

آيد.مي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

شمولموضوع: عدم و شمول اصل

اصلي مجموعهعدد :يك
متناهيتعداد مجموعه گويندAاعضاي مجموعه آن اصلي عدد .را

مجموعه اصلي عدد :هاويژگيهاي
اگر1 (AوBو باشند متناهي مجموعة BAدو ،با⊇ گاهشد ):آن ) ( )n A n B≤

مجموعه)2 داريم:درمورد متناهي هاي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتدلم:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

شمولموضوع: عدم و شمول اصل

: شمول اصل

CBACBCABACBACBA

BABABA

∩∩∩∩∩∪∪

∩∪

+−−−++=

−+=

: شمول عدم اصل

ASAUA −=−=

( )
( ) ( )

( )

A A A A S A A A A

A A A A A A S A A A A A A A A A

A A A

= = − + +

= = − + + + + + −

∩ ∪ ∩

∩ ∩ ∪ ∪ ∩ ∩ ∩

∩ ∩

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 2 3

: اگرتعميم كلي حالت nAدر ,...,A ,A2 مجموعهيرمجموعهز1 متناهي باشند:Sيهاي

( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n n n
n

n n n n

A A ...A S A ... A A A ... A A

A A A ... A A A ... A A ... A

−

− −

= − + + + + + −

+ + + + −

1 2 1 1 2 1

1 2 3 2 1 1 21

∩ ∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

شمولموضوع: عدم و شمول اصل

: شمول عدم و شمول اصل

Aو دهد ندهدBرخ رخ

AوBو دهند ندهدCرخ رخ

Aو دهد ندهندCوBرخ رخ همزمان

A)نه و دهد نهBرخ و دهد و(AياC)رخ دهد ندهند)CوBرخ رخ

فقطAفقط يا دهد دهدBرخ رخ

( )
A B A B A A B

A B C A B C A B A B C

A (B C) A A B C

A B C A (B C) A A (B C) A A B A C A B C

A B A B A B A B B A A B A B

= − = −

= − = −

= −

= − = − = − − +

∆ = − = − + − = + − 2

∩ ∩

∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∩ ∩

∩ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩

∪ ∩ ∩



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

تركيبياتمدل:7فصل در تجسمي و شهودي هاي

جوابموضوع: معادلهتعداد خطيهاي ي

معا1 در 1يدله) 2 kx x x n+ + + جواب�= با:تعداد است برابر نامنفي و صحيح هاي
1 1

1
n k n k

k n
+ − + −   

=   −   

جواب2 تعداد (جواب) مثبت و صحيح معادلههاي طبيعي) 1يهاي 2 kx x x n+ + + با:�= است برابر
1
1

n
k
− 

 − 

جواب3 تعداد نامنفي) و صحيح 1يمعادلهناهاي 2 kx x x n+ + + با:�≥ است برابر
n k

k
+ 

 
 

جواب4 تعداد معادله) صحيح 1يهاي 2 kx x x n+ + + شرط�= 2با 2 1 1k kx c , , x c , x c≥ ≥ با:�≤ است برابر

1 2 1
1

kn c c c k
k

− − − + − 
 

− 

�

به5 براي جواب) تعداد آوردن دستگاهدست نامنفي و صحيح 1هاي 2

1 2

k

k r

x x x m
x x x m+

+ + + =
 ′+ + + =

�
�

جواب معادلـهابتدا متغيـرهـاي كـه اي

به را دارد معادلهكمتري در را آن سپس و آورده طولانيدست بهتري را آن جواب داده، ميقرار جواباودست انتها در و درريم را ها

مي ضرب كنيم.هم



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

احتمالموضوع:

:تعاريف
پديده يا آزمايشي رخاگر از قبل نتيجهاي نتيجهداد ولي نباشد معلوم رااش آن باشد، مشخص آن ممكن تصادفيهاي ياآزمايش

تصادفي نامند.ميپديدة

نمونه همهمجموعه:فضاي ممكني نتايج ي

ن:برآمد ممكنتيجههر ي

مجموعه:پيشامد زير نمونههر فضاي از اي

رخ از مشاهدهمنظور يعني پيشامد، آن وقوع پيشامد، يك نتيجهداد عنوان به پيشامد آن از عضوي است.ي آزمايش ي



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

احتمالموضوع:

اي: نمونه فضاي انواع

(گسسته) شمارا



ــاهي متنـ
نامتنــــاهي

نمونه ايفضاي

(پيوسته) ناشمارا

شانس .هم يكسانند وقوع شانس داراي برآمدها همة :

نمونه فضاي

. نيستند يكسان وقوع شانس داراي برآمدها : شانس هم غير



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

كولموگروموضوع: موضوع فاصول

موضوع يعني::1اصل است نامنفي عددي پيشامد هر Aاحتمال S : P(A)∀ ∈ ≥ 0

موضوع P(S):2اصل = 1

موضوع و2Aو1Aاگر:3اصل ... آندنبالهnAو باشند، ناسازگار دوبدو پيشامدهاي از متناهي گاه:اي

)A(P...)A(P)A(P)A....AA(P nn +++= 2121 ∪∪∪
مقد حقيقي تابع بههر باشد، صادق اصول اين در كه احتمالار است.تابع موسوم

تابعSفضاي مجموعهPو راو پيشامدها تصادفيي آزمايش احتمال نامند.ميمدل



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

پيشامدهاموضوع: روي بر عمليات

اي مجموعه عبارات و آزمايش يك پيشامدهاي بين توان جنسمي از خود پيشامد چون واقع در . كرد ايجاد يك به يك تناظر يك

: كرد ايجاد قبلي پيشامدهاي تلفيق از استفاده با جديدي پيشامدهاي توان مي ، است مجموعه

وقوع )∪B):BAياAپيشامد

وقوع )∩B):BAوAپيشامد

وقوع عدم ):A)Aپيشامد

A B
M

A B

A∩B

M

BA∪

A

M



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

پيشامدهاموضوع: روي بر عمليات

فقط وقوع وA)Aپيشامد دهد ندهد):Bرخ رخ

فقط وقوع فقطAپيشامد وB)Aيا دهد ياBرخ ندهد وAرخ ندهد دهد):Bرخ رخ

A B

A-B

M

A∆B

A B
M



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

گسستهموضوع: فضاي در احتمال

گسسته فضاي در الاحتمال) (متساوي شانس هم )احتمال كلاسيك احتمال ) :

پيشامد دادن رخ احتمال الاحتمال)Aلذا (متساوي شانس هم و گسسته فضاي با:Aدر است n(A)P(A)برابر n(S)=

گسسته: فضاي در الاحتمال) متساوي (غير شانس هم غير احتمال
نمونه فضاي كنيد فرض نباشند) برابر افتادن اتفاق شانس داراي پيشامدها كه (حالتي كلي حالت }مايدر }nS e ,e ,..., e= 1 شامل2

nساده پيشامد هر به باشد. }يعضو }keحقيقي عدد }يك }kp( e پيشامد( احتمال }كه }keمي نسبت بايداست، عدد اين دهيم.

گردد: انتخاب زير شرايط تحت

{ }
n

i
i

P( e )
=

=∑
1

}(ب1 }kp( e )≤ ≤0 (الف1

}اعداد }( ) { }( ) { }( )np e ,...,p e ,p e2 مي1 صدق بالا شرايط در كه مقبولكنند،را احتمال بالاميتخصيص شرط دو اگر و گويند

نباشد، نيستصادق مجاز احتمال .تخصيص



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

پيوستهموضوع: فضاي در احتمال

پيوسته: فضاي در نامتناهي)احتمال (ناشمارا
نم فضاي همهوقتي به احتمال تخصيص باشد، نامتناهي ناشمارا نيست.ونه عملي برآمدها ي

نمونه فضاي عناصر تعداد شمارش ديگر حالت اين در كه است آنواضح ولي نيست ميسر پيشامد يا مياي بررسيچه مورد تواند

گيرد، بازه»ياندازه«قرار شكلطول حجم و سطوح مساحت درها، است. فضايي اندازههاي نسبت حالت بهاين پيشامد فضاي ي

نمونهاندازه فضاي ميي مشخص را پيشامد وقوع احتمال كند.اي

اگر :Sالف) باشد بعدي يك
S
A)A(P اگر= باشدSب) بعدي دو

S
A)A(P =

اگر :Sپ) باشد بعدي سه
S
A)A(P =

طول
مساحت
مساحت

حجم
حجم

طول



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

احتمالموضوع: قوانين

: است برقرار زير روابط پيشامدها احتمال مورد در

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −∪ ∩)1

باشندBوAاگر ناسازگار پيشامد )دو ) =0∩P A B: لذا ،( ) ( ) ( )P A B P A P B= +∪

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= + + − − − +∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩)2

( ) ( )P A P A= −1)3

( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩)4

Bاگر A⊆آن )گاه:باشد، ) ( ) ( )P A B P A P B− = )و− ) ( )P A P B≥

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P AUB P A B P A P B P A B P AUB P A P B2 2∆ = − = + − = − −∩ ∩)5

P(A B) P(A B) P(A) P(B) P(A B)= = − − +1∩ ∪ ∩)6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= = − − − + + + −∩ ∩ ∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليدوموضوع: )1(پيشامد

اول .:حالت كنيم مي بررسي را مطلوبي حالت دوم آزمايش مورد در و شديم مطلع اول آزمايش نتيجه از

: شرطي احتمال مدل
رخ از آگاهي است، داده رخ نمونه فضاي از پيشامدي بدانيم پاگر اين حتمي تأثيرداد پيشامدها ساير احتمال مقدار در يشامد

بهمي را قبلي مدل و ميگذارد پيشامدهم كه شرايط اين تحت بتوانيم اگر ميBريزد. رخ ديگرحتماً پيشامدهاي احتمال دهد،

مي دست به جديدي احتمال مدل كنيم، مشخص را نمونه ميفضاي شرطي احتمال مدل را آن كه ناميم.آيد

اح شرطي:تعريف تمال
نمونهBوAاگر فضاي از پيشامد وقتيSيدو P(B)باشند، پيشامد0≠ دادن رخ رخAاحتمال شرط پيشامدبه برابرBدادن

با: P(Aاست B)P(A | B) P(B)= ∩

حالتتذكر در شرطي احتمال :P(B) = نيست.0 تعريف قابل



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليدوموضوع: )1(پيشامد

شرطي احتمال :نكات
( | )P A A = 0)1

( | ) ( )P A S P A=)2

( | ) ( | )P A C P A C= −1)3

P(A | C) P(A B | C) P(A B | C) P(A B | C) P(A | C) P(A B | C)= − + ⇒ − = −∩ ∩)4

P((A B) | C) P(A | C) P(B | C) P((A B) | C)= + −∪ ∩)5

P((A B) | C) P((A B) | C) P((A B) | C) P(A | C) P(B | C) P((A B) | C)∆ = − = + − 2∪ ∩ ∩)6



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليدوموضوع: )2(پيشامد

: دوم .حالت كنيم مي بررسي را مطلوبي حالت دوم و اول آزمايش مورد در و اند تصادفي آزمايش در هر

احتمال:قاعده ضرب ي
مي قاعده اين كمك رخبه احتمال همتوان كرد:داد تعيين را پيشامد دو زمان

( ) ( ) ( | ) ( )P B A P A P B A P A= ≠ 0∩

قاعده است:تعميم زير صورت به فوق ي

( ) ( ) ( | ) ( | )
( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )

P A B C P A P B A P C A B
P A B C D P A P B A P C A B P D A B C

=
=

∩ ∩ ∩
∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩

رخ از آگاهي پيشامداگر رخBداد احتمال پيشامددر نباشد،Aداد ازAموثر مستقل يعني:ميBرا گوييم

P(A | B) P(A) P(A B) P(A)P(B)= ⇒ =∩
پيشامد دو مستقلBوAلذا نمونه فضاي يك اگر:در تنها و اگر P(Aاند، B) P(A)P(B)=∩اگرP(A B) P(A)P(B)≠∩،باشد

پيشامدمي دو .اندوابستهگويند



كتاب: گسستهرياضياتعنوان

احتمال:8فصل

متواليدوموضوع: )2(پيشامد

نكات:
مستقل1 وقتي ناسازگار پيشامد دو يا:) كه P(A)اند يا0= P(B)و نباشد0= صفر دو هر اگر و نيستند.مستقلBوAباشد،

پيشامد2 دو اگر (AوB(الف پيشامدهاي: باشند، ,Bمستقل A(بA,B(جB,Aمستقل اند.نيز



كتاب: گسستهرياضياتعنوان

احتمال:8فصل

مستقلموضوع: پيشامد سه

پيشامد هرگاه:مستقلCوBوAسه اند

دوبه1 يعني:) باشند، مستقل دو

P(A B) P(A)P(B)=∩

P(A C) P(A)P(C)=∩

P(B C) P(B)P(C)=∩
كنند:2 صدق زير شرط در (

P(A B C) P(A)P(B)P(C)=∩ ∩

اگر باشند،CوBوAنكته: مستقل پيشامد مستقلC,B,Aسه ونيز P(Aداريم:اند B C) P(A)P(B)P(C)=∩ ∩

داريم: حالت اين در لذا و

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A B C P A B C P A P B P C= − = − = −∪ ∪ ∪ ∪ ∩ ∩1 1 1



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليموضوع: پيشامد )3(دو

: سوم .حالت كنيم مي بررسي را مطلوبي حالت دوم آزمايش مورد در و ندارد اهميتي برايمان اول آزمايش

كل: احتمال فرمول
نمونهاگ فضاي وB2وB1پيشامدnبهSير اگرnBو... و باشد شده ازAافراز آنSپيشامدي شرطباشد، به iP(Bگاه ) ≠0

iو , , ,n= 1 2 000

n n
i i i

i i
P(A) P(A B ) P(B )P(A | B )

= =
= =∑ ∑

1 1
∩

i jB B = φ∩

nB

B3B2B1
�

A



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليموضوع: پيشامد )3(دو

مي را كل احتمال وسيلهفرمول به زتوان شكل به نموداري داد:ي نشان درختي نمودار به موسوم ير

n
i i

i
P(A) P(B )P(A | B )

=
⇒ =∑

1
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )n

P B

P B

P B n
n

P A | BB A
P A | BP A : B A

P A B
B A

1

2

1
1

2
2

� ��

: نامتناهي متوالي آزمايشهاي
مي تكرار نامتناهي صورت به و متوالياً آزمايش يك اوقات پيداگاهي به منجر درختي نمودار براساس ما محاسبات موارد گونه اين در شود.

ج مجموع ازكردن كوچكتر نسبت قدر با هندسي دنباله يك شود.مي1ملات



كتاب: گسستهعنوان رياضيات

احتمال:8فصل

متواليموضوع: پيشامد )4(دو

: چهارم حالتحالت .(تركيب كنيم مي بررسي را مطلوبي حالت اول آزمايش مورد در و شديم مطلع دوم آزمايش نتيجه از

( سوم و اول

:قاعده بيز ي

پيشامدهاي دادن رخ احتمال پيشامدB,Aاگر دادن رخ احتمال و باشند پيشامدBمعلوم دادن رخ شرط باشد،Aبه معين نيز

پيشامدمي دادن رخ احتمال پيشامدAتوان دادن رخ شرط به انجامBرا بيز توماس توسط بار اولين براي كار اين كنيم. تعيين

گرفت.

P(A B) P(B | A)P(A) P(A)P(A | B) P(B | A)P(B) P(B) P(B)
P(B)
P(A)

= = =

≠
≠

0

0

∩



كتاب: گسستهرياضياعنوان ت

احتمال:8فصل

متواليموضوع: پيشامد )4(دو

قاعده تعميم ميو زير صورت به كلي حالت در بيز باشد:ي

K K
K in

i i
i

P(A )P(B | A )P(A | B) k n,i,k IN,P(A ) , i n
P(A )P(B | A )

=

= ≤ ≤ ∈ ≠ ≤ ≤

∑
1

1 0 1


